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研 究 の動 機
この論文の中心となつているエルハー ト多項式を考えたウジェーヌ・エ























































































































定義 1.1.2 RNの空でない部分集合 ″ がアフィン部分空間であるとは、



























































































































































となる。                         □
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上の補題 1.1.6により、次のようにアフィン空間にも次元を定義するこ
とができる。
定義 1。1.7アフィン部分空間 p1/∈RNに対 して、T/1/がベク トル空間び
とベク トル αを用いて7=び+αで表されるとき、線形部分空間 びの
次元をアフィン空間7の次元といい、dim p1/で表す。
アフィン空間の次元を、次のように直接 とらえることもできる。
























となる。したがつてD=dimびである。             □
定理 1.1.9 RN内のアフィン部分空間7、及び、アフィン変換Tに対し
て、dim″=dim T(″)となる。
証明 まず T(″)=ス(π)十buは正則)とおく。定理 1.1.8よりT(T/1/)
の次元は
dim T(T/7)
=maX{α∈ NIT(7)∋∃υ も,…,υi S・t.01-島,…,り,一り3が独 立 }




maX{α∈ NI″∋ ∃Oo,・.・,υαS.t.り1-り0,...,りα― υ Oが独 立 }
=dilnフア
□





































































































づ=1                   じ=1            づ=1
=ι+(1-ι)
=1
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である。また、包ば,sをが0以上であることからιzづ+(1-ι)St≧0となるの
で、ια十(1-ι)βはX′の元である。つまり、χ


































づ=l                  t=1
b=Σちり⑩≦ら∈R,Σら=⇒
′=1                       」=1
と表せるので、
C=ΣιんじQ+Σ(1-つり場
づ=1       ′=1
となり、
ΣEιたら十ΣE(1-→り=ιΣEたづ+に一→ΣEら
































となる。                            □








































































































































































































































































定理 1.3.13と定理 1.3.14は、2次元や3次元では直観的に正しいと感 じ
られるが、一般の次元では証明を要することであるし、2,3次元でも厳密



























































































































































































































1)+"1    (1・5)
となる。よつて、
Pの次元 =dim("2~"1,…., υ―"1)     (1・6)
であり、したがつて、α≦υ-1であるので、υ>d+1となる。   □


































































示される。                            □
J(P,η)ヽ ダ(民η)はヽ Pの整数ベク トルの平行移動で不変である。つま
り、次が成 り立つ。








∫:RⅣ→ RⅣ,   ノ′:RⅣ→ RAr,   θ:RN~→RAr,
を
∫(")=“十t,  ∫′(")="+ηt,  θ(“)=η“
と定めると、
















づ(二1)=22        づ*(二1)=18
り(二2)=81        づt(二2)=73

























図 2.2:Fをη倍 した図形 ηF
y

























ダ(二η)=   づ(二η)一{2(η+1)+2η×(η-1)}















ヌ・エルハー ト(Eugene Ehrhart)により1960年頃 発見された。ウジェー
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・ ∂θ={rβlβ∈∂F, 0≦r∈R}
とする。





































































を示せばよいが、式 (2.9)は式 (2.6)と同様に示される。      □





















































は1次独立である。                       □












































































































づ=0               を=0
a                  d
=Σdゆ,⇒+β=Σに十のしら1)
を=0              を=0
となる。ここで、定理 2.2.5より、(υO,1),…・,(υd,1)は1次独立だから





となるので、2は示された。                   □




α=ΣQOぁ⇒十β,   い→
づ=0
となるような0≦%∈Zとβ∈S*が存在する。
























































を=0               づ=0
d                   d
=Σα鶴,⇒+β=Σに十のに,⇒
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定義3.1.3Q[[λ]〕上の演算として、カロ法と乗法を次のように定める。す
なわち、Q[[λ]]の元∫(λ)=Σ〕αjλを、θ(λ)=Σttλうに対して、































































































































































































































































幕級数にも分配法則がなりたつ。                 □




























































































































































































α∈θ∩ZIN7+1           れ=1
Σ λ“gα=Σダに→λπ





F(F,λ)= Σ  ん(λ)
α∈σ∩ZⅣ+1
F*(F,λ)=  〕Σ  ん(λ)
αC(σ一∂0)∩ZⅣ+1
となる。このとき、補題 2.2.8、補題2.2.9により、次の2つの写像
ψ:   Ng+1×s__〉     θ∩ZAr+1
鮨“…勘,の→ α=Σ偽協,⇒十βじ=0
9*:  Ng+1×s*_→  (θ―∂θ)∩ZN+1








Σ ん。)= Σ ん鮎,oO)
α∈0∩ZⅣ+l        Ng×sD(9,,β)
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Σ ん。)= Σ んoぉの0)









































































































































































































































































































































































































































































































































































































































証明 補題 3.2.6と定理 3.2.8を、定理3.2.5の結果に適用すると
F(F,詢=  Σ  λは‐けdtt β
となる。































































































































































































































































































となるので、成り立つ。                     □
3.3 単体のエルハー ト多項式と相互法則




















































s」写   s* s* ≡辱     s
∪        ∪












d            a
=Σれ,⇒―Σ亀Q,1)






d            d
=ΣQ,1)Σ弓0ぁ1)
















となる。                          □




















4については、補題3.3.1より明らか。             □
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定理 3.2.11、定理 3.2.12を使つて、づ(二η)、 づ(F*,η)をηとδじ、ら の式
で表 していくことを考える。
厠己理塁 3.3.3


























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































となり、ηに関する多項式となる。                □




























































































































































































絲 数は   とな吹 颯二→ 鍼 数項は ←げ mFであ乙
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定義 4.2.l αl,.…,αN∈Zを用いて、(号,…・,7)と表されるRⅣ内の′点
を券格子点とい うことにする。
定理 4。2.2PをRⅣ内の整な凸多面体とし、定理 4.1.5で構成 した △の
頂点集合がPの頂点集合に一致するPの単体分割 △を考えると、自然数
ηに対して、






















第4章 多面体のエルハー ト多項式               75
とな るの で 、FO∩FЮの元 "は存 在 しな
い。 した が って 、FO∩FЮ=0と
なる。
次に、2について考える。まず、∪F=|△|=Pより、明らかに∪F0











































































―Σ ズニ→+Σづ(二→ Σ J(二→
F∈△           F∈△            F∈△

























●"が△の1単体Fの内点となるとき、1単体Fを辺 とする3単体がFの周 りを取 り囲んでいる。その3単体の数を動 とすると、s3=m、
S2=πヽ Sl=1、SO=0とな り s3~S2+Sl~SO=η― m+1-0=1
となる。




































































づ(P,η)の次数がdim Pと一致することを示すためには、dim P=dim F
となる△の元Fについて、ダ(二η)の最高次係数の和が0でないことを
示す必要がある。実際、系 3.3,9よりを*(二η)の最高次係数は正なので、
dim F=dim PとなるFのグ(二η)の最高次係数の和は0でない。 した
がって、j(民η)はdim P次の多項式となる。           □
定理 4.2.2は、η=0のときも成 り立つ。つまり、次の定理により多項
式としてのエルハー ト多項式の定数項は1となる。























































































まず、単体に関 して、エルハー ト多項式 と体積の関係を考える。










∪亀⊂P    ∪ 亀⊃P
Sα∈Lπ                      Sα Cttπ
Sα⊂P                   Sα∩P≠0
となるので、1辺が分のRa内の小立方体の体積をル と考えて、
鳳 墜 毛 警 型  鳳 睡 憂 学 工 型
を考える。これが一致するとき、それをPの体積という。実際、任意の
多面体に対して体積が定まることが知られている。(卜]参照)
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体積の性質として、以下のようなものがあげられる。
・ 多面体P⊂Raがdim P<αのとき、Pの体積は0である。
























{P敵十舒 の頂′点}→机 陽 ∩P≠0}
ldim PとRαの次元が一致していることに注意。










































































五,)=を*(P,1)=α一b+C-1                  (4.10)
Zサ)=づ(民1)―ダ(二1)=(α+b tt C+1)―(α一♭+C-1) (4.11)




LP+ギ=α+c    い→
を得、式(4.12)と式(4.13)より、
ZP十ギ=8α+2c    に■0
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となるので、








1   10   0   4
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